Zur Berechnung nachgiebig zusammengesetzter Biegetriiger aus

beliebig vielen Einzelquerschnitten

Wolfgang Schelling

1 Einleitung

Nachgiebig zusammengesetzte Biegetriger und Druck-
stédbe gehdéren seit altersher zu den gédngigen Konstruk-
tionselementen des Holzbaus. Es ist daher verstandlich,
daB sich eine groBe Anzahl von Autoren mit der Ergriin-
dung der Tragwirkung solcher Bauteile befaBt hat. Das
angefiihrte Schrifttum gibt ohne Anspruch auf Volistan-
digkeit einen Uberblick tiber wesentliche Arbeiten auf
_ diesem Gebiet [1, 2, 3, 5, 6, 7].

In Deutschland hat insbesondere Méhler (4, 8, 9, 10] in
umfangreichen experimentellen und theoretischen Un-
tersuchungen die Grundlagen flr eine genauere Erfas-
sung des Tragverhaitens von nachgiebig zusammenge-
setzten Biegetrdgern und Druckstidben geschaffen und
durch Einflhrung des ,,y-Verfahrens* fiir zweiteilige und
dreiteilige symmetrische Querschnittsformen in die DIN
1052 ein allgemein anerkanntes Berechnungsverfahren
vorgegeben. Der Verfasser hat 1968 unter dem Referat
von Méhler in [11] auf rechnerischem Wege sowohl ma-
thematisch exakte als auch gendherte Lésungswege fiir
die Berechnung von nachgiebig verbundenen Biegetra-
gern aus beliebig vielen Einzeiquerschnitten vorge-

schlagen und diskutiert. Mit Riicksicht auf die ,,exakte*
Ldsung wurde dabei eine von dem y-Verfahren abwei-
chende Schreibweise gewihlt.

In der vorliegenden Arbeit soll am Beispiel des Biegetra-
gers auf der Grundlage von [11] nachgewiesen werden,
daB sich das y-Verfahren auch zur Berechnung von Ver-
bundquerschnitten aus beliebig vielen Einzeiteilen ver-
allgemeinern 148t. Zum besseren Verstidndnis werden
dabei die elastomechanischen Zusammenhinge noch-
mals in einer Form angegeben, die unmittelbar zum
y-Verfahren hinfiihrt.

2 Herleitung der Grundgleichungen

Der nachfolgenden Betrachtung wird ein aus m Einzel-
querschnitten mit Hilfe nachgiebiger Verbindungsmittel
zusammengesetzter Tradgerquerschnitt nach Bild 1 zu-
grundegelegt. Abmessungen und Materialeigenschaften
der Einzelquerschnitte kdnnen sich voneinander unter-
scheiden, missen jedoch fiir ein und denselben Quer-
schnitt ber die gesamte Tragerldnge konstant bleiben.
Alle Verbindungsmittel einer Fuge miissen gleich steif

b

17
4t

—
hy +— o1 £, A, I
S 4
°2 //E A ]
iz Fuge 12 2,72, 42
ho g AL~
— |
ai i+l ai
[" Fuge i is1 ()
JE— e+ e B
h,‘,y "#—' s i s (-] |
|
z
.AF..._. /
h . , n
+— Fuge m-1,m
Rpeg em-1 |/ g
e NI S
°m —d + rm
Bild 1: Trédgerquerschnitt mit Bezeich- ¥ S ' m o

nungen und qualitativer Spannungs-
verteilung

<
| Orm

163



und in regeimaBigen, nicht zu groBen Abstidnden ange-
ordnet sein; Unterschiede von Fuge zu Fuge sind er-
laubt. Kraftschlissige Fugen durfen rechnerisch nur
zwischen jeweils zwei in der Numerierung unmittelbar
aufeinander folgenden Einzelquerschnitten berlicksich-
tigt werden. Es wird weiter vorausgesetzt, daB mit aus-
reichender Genauigkelt sowohl! fur die Werkstoffe der
Einzelquerschnitte als auch fir die Verbindungen bzw.
Verbindungsmittel voll elastisches Trag- und Verfor-
mungsverhalten angenommen werden kann.

Zur Berlicksichtigung unterschiedlicher Elastizitatsei-
genschaften der Einzelquerschnitte wird ein beliebiger
Vergleichs-Elastizitdtsmodul E, eingefiihrt. Die Quer-
schnittsflichen und Flichenmomente 2. Grades der
Einzelquerschnitte werden mit Hilfe der Verhéltniszah-
len

n = E/Ey 2.1

auf diesen Vergleichs-E-Modul bezogen und in der
wverzerrten” Form

Ai=n-bi-h 2.2)
und
L =n-b-ni/12 (2.3)

in die weitere Berechnung tibernommen.

Die geometrische Schwerachse s-s des so definierten
Gesamtquerschnitts hat vom unteren Querschnittsrand
den Abstand

zs=iﬁi-zi/iii. (2.4)

Die Schwerpunktabstédnde der Einzelquerschnitte von
der Schwerachse s-s ergeben sich zu

a = 2z — Z (2.5)

und sind im folgenden vorzeichenbehaftet weiter zu ver-
wenden,

An einer beliebigen Schnittstelle stehen beim belasteten
Trager It. Bild 2 dem &uBeren Biegemoment M(x) je-
weils auf die Einzelquerschnitte wirkende innere Nor-
malkréfte Ni(x) und Einzelmomente M(x) gegeniiber.
Das Momentengleichgewicht ergibt

S M) + 5 N - 2 = M. (2.6)

i=1 i=1

Bei den in der Praxis beim geraden Balken vorkommen-
den Abmessungen stimmen im Gebrauchslastbereich
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Bild 2: Trégeransicht mit SchnittgréBen

die Durchbiegungen wix) und Krimmungen wi'(x) al-
ler Einzelquerschnitte mit ausreichender Genauigkeit
mit den entsprechenden Werten w(x) und w”' (x) der
geometrischen Schwerachse {iberein, so daB nach der
kiassischen Biegelehre fir

M) = —Ey- L - w'(®) @7

gesetzt werden kann. Die auf den Einzelquerschnitt i wir-
kende und als Druckkraft positiv definierte Normalkraft
Ni(x) 188t sich Uber die zugehtrige Normalkraftdehnung
gi(x) in der Form

Nix) = —E,-A;- &(x) (2.8)

darstellen. Unter Verwendung von (2.7) und (2.8) folgt
aus (2.6) die erste fir die weltere Betrachtung wichtige
Grundgieichung:

= ’” m .
E,- Ii-w(x)+Ev-Z Ajglx) g = —M(®X).

i=1 (2.9)

[RgE

Sie enthilt als Unbekannte die GroBen w™ (x) sowie g(x)
aliler m Einzelquerschnitte. Zur Beschrelbung des Pro-
blems sind daher noch m weitere Bestimmungsglei-
chungen erforderlich.

Bei biegebeanspruchten Trégern mit elastischem Ver-
bund treten infolge der Nachgiebigkeit der Verbindun-
gen zwischen den Einzelquerschnitten Verschiebungen
auf, die sich bekanntlich in einer Minderung der Tragfa-
higkeit gegeniiber starrem Verbund auswirken. Unter
den getroffenen Voraussetzungen kann davon ausge-
gangen werden, daB im Gebrauchslastbereich Propor-
tionalitdt zwischen dem in einer Fuge i, i+ 1 auf die
Verbindungen wirkenden FugenschubfiuB t(x) und den
an gleicher Stelle auftretenden Verschiebungen §(x) in
der Form

tie1® = Ciisr- 8, ie10) (2.10)
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Bild 3: Gleichgewicht am Element eines Einzelquerschnitts

besteht. Die ,,Fugensteifigkeiten C kénnen bei den im
__ Hoizbau uUblichen punktférmigen Verbindungsmittein
> mit Hilfe der Verschiebungsmoduln C sowie der maBge-
benden Abstdnde e’ entsprechend DIN 1052 fir jede
Fuge aus

Ciiv1=Ciis1/ ¢ is1 (2.1
gewonnen werden.

Nach Bild 3 ergibt sich der Zuwachs der Normalkraft
eines Einzelquerschnittes unmittelbar aus der Differenz
der angrenzenden Fugenschubfliisse zu:

Nt = t; i+ 10 — ti—1,i(®). (2.12)

Mit (2.8) und (2.10) foigt daraus:

Ey A 8(x) + Ciier: 8,001 = Ciog i 8o,
=0. (2.13)

Die Anderung der Verschiebung zwischen zwei benach-
barten Einzelquerschnitten 148t sich aus Bild 4 uber
die geometrische Beziehung

8 i+1®) + Ajpr = A + & 10 + 8 () - dx
2.14)

gewinnen. Mit Hilfe der Dehnungen

u I M(X)_h_‘ ) W . h;
g;(x) = &(x) + E:LT, ~21 =gx) —w () —21 (2.15)

(x+ S/

i i+l {x): dX

Bild 4: Gegenseitige Verschiebung zweier benachbarter Ein-
zelquerschnitte im belasteten Zustand

am unteren Rand des Querschnitts i und

e, 1(%) = & 41(x) — M, lhfi -

v Ii+ 1
i h:
g 1(x) + W (X) ~—4ﬂ2 (2.16)
am oberen Rand des Querschnitts i + 1 sowie
A =1+ &l - dx,
Ai+! = {1 + E?.‘,I(X)} - dx
und
ai,i+,=(h;+h;+;)/2 (2.17a,b,c)
erhélt man dann aus (2.14):
& ip10) = 2 01 - WX — X + 50, (2.18)

Durch Einsetzen von (2.18) in die nochmals nach x diffe-
renzierte Gl. (2.13) gewinnt man schiieBlich mit

(Tiivr-aiiv1 — Cimor,iaiog,)- w0 +

+ Ciop.i 610 + Ey - Ay g'(x) — (2.19)

~(Ciic1 + Gilixd) - &0 + Civ1 85410 =0

eine weitere wesentliche Verknupfung zwischen Tréger-
krimmung und Mittendehnungen der Einzelguerschnit-
te. Da diese Beziehung fiir jeden der m Einzelquer-
schnitte gesondert angeschrieben werden kann, steht
nunmehr zusammen mit Gl. (2.9) ein gekoppeltes Diffe-
rentialgleichungssystem zur Verfiligung, aus welchem
die m + 1 Unbekannten w(x) und g(x) eindeutig bestimm-
bar sind.
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3 Losung fiir den Einfeldtréger unter sinusformiger
Belastung

Das aus den Gin. (2.9) und (2.19) resultierende Differen-
tialgleichungssystem ist fir alle Tragersysteme, bei
denen sich Belastungen, SchnittgréBen und Randbedin-
gungen durch Fourier-Reihenentwickiungen beschrei-
ben lassen, I0sbar (s. auch [11]). Als Grundlage hierfur
und zur Abschétzung der Verhéltnisse fir einfache Be-
lastungsarten mit ndherungsweise sinusférmigem Mo-
mentenverlauf (wie z. B. dem Einfeldtrager unter Gleich-
streckenlast) wird nachfolgend der Lésungsweg flr eine
sinusférmige Belastung der Form

q(x) = q - sin .71'. X (3.1)

entsprechend Bild 5 aufgezeigt.

qglx)=g-sin %—Tx

- |

Bild §: Einfeldtréger unter sinusférmiger Belastung

Mit den zugehorigen Querkréften
Q(x):-g—-;'_t—!-cos-?x:()-cos—?x (3.2)
und Biegemomenten
M(x):%-sim—?x:M-sin—?x 3.3)

sowie den Losungsansétzen

M .
g(x) = — B o Y- & - Sin % X (3.4)
si,(X) = “E%ﬁ *Yi* & - COs -711 X (35)
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&(x) = + (\—1—) E -QefI Y; - a; - sin T X (3.6)

w(x) = M- sin = x (3.7)
n’E, - ef I !

w(x) = M = X (3.8)

E,-efl 1

laBt sich das Differentiaigleichungssystem (2.9) und
(2.19) in ein lineares Gleichungssystem {iberfiihren und
mit Ublichen Methoden auflgsen. In den Gleichungen
(3.1) bis (3.8) bedeuten Q und M die Maximaiwerte der
SchnittgréBen, y; zunéchst noch unbekannte »,Nachgie-
bigkeitsfaktoren* und ef | ein ebenfalls noch unbekann-
tes ,wirksames Flachenmoment 2. Grades" des Ge-
samtquerschnitts. Durch Einsetzen der Gin. (3.3), (3.4)
und (3.8) in Gl. (2.9) erhdlt man unmittelbar:

m m _
efI=ZIj+ZYi'Ai'ai2 (.9

i=1 i=1

Aus Gl. (2.19) wird mit den Ansitzen (3.4), (3.6) und
(3.8):

c 81 Yi-1 + (Ei—l,i +Ei,i+l
(3.10)

n A —/
+ = Ev-A) gy —=Cf iagc a1 Vi

<8 ir1— Ciop i aiog -

Da sich Gl. (3.10) wiederum fiir jeden Einzelquerschnitt
gesondert aufstellen 1aBt, ergibt sich mit den Abkdr-
zungen

Viji—1 = —Ei-l,i'ai—l (3.11)
— _ 11.'2 _

ViLi =(Ci-1,;’+ Ciit1 +?-'E‘,~Ai)-ai (3.12)

Viie1 = —Ci iv1- a4y (3.13)

§i = Ei,i+l'ai,i+1“ Ei-—l,i‘ai—l,i (3.14)



das lineare Gleichungssystem

Vi1 Vi2 0 0 0 0

V2,1 V2,2 V2,3 0 0 0

0 . . . 0 0

0 0 Viji~1 Vi Viji+1 0 0

0 0 0 - .

Q 0 0 0 VYm-tm=-2 Vm-1m-1 Vm—-1im
0 0 0 0 O Vm, m—1 Vm, m

aus welchem sich die Nachgiebigkeitsfaktoren v; fur alle
Einzelquerschnitte bestimmen lassen. Fillt dabei die
‘Schwerachse eines Einzelquerschnittes i mit der geo-
metrischen Schwerachse s-s des Gesamtquerschnitts
zusammen, dann wird das Diagonalglied v; ; der Matrix
zu Null, was insbesondere bei zur Achse s-s unsymme-
trischen Gesamtquerschnitten bei der zahlenméBigen
Durchrechnung zu unbestimmten Ausdricken flihren
kann. Es empfiehit sich, in solchen Féllen g nicht exakt
/ mit 0 sondern in der GréBenordnung von ca. 0,001 - h
anzusetzen.

Mit Kenntnis der ,,Nachgiebigkeitsfaktoren™ vy, und des
.wirksamen Flachenmomentes 2. Grades" ef | lassen
sich nun alle weiteren fiir die Bemessung eines nachgie-
big verbundenen Tragers wichtigen GréBen ermitteln.
Aus Gl. (3.2) folgt fiir die Normalkraftdehnung der Ein-
zelquerschnitte in Tragermitte

M

= Ly .a; 3.16

§ E, .ol Yi* 3 ( )
und daraus mit (2.1) und

o = E;- g @Ean

fur die maBgebenden Schwerpunktspannungen der Ein-
zelquerschnitte:

Oy = — “Yica-n. (318)

ef 1

Die zugehérigen Dehnungen am oberen bzw. unteren
Rand der Einzelquerschnitte ergeben sich aus den Gin.
(2.15) und (2.16) in Verbindung mit den Gin. (3.8) und
(3.18) zu

M
E,-efl

h

v+ i
(y‘ a“2>

und die entsprechenden Biegerandspannungen mit
(2.1) und (3.19) zu:

(3.19)

o.u
8}

M

3.20
ef I ( )

Gy = i’

[SYi-a

)on

\!
-
)L

|

(3.15)

It

Sm—1
Sm

Zur Beriicksichtigung des Einflusses evtl. vorhandener
Querschnittsschwidchungen sind die Gin. (3.18) und
(3.20) bei einer praktischen Berechnung in Anlehnung
an Abschn. 5.4.1 der DIN 1052 in der Form

M

O = Tl Yi- a3y ne 'Xi- @321
und
M ( A; hy I >
pm oy — 4 AL 3.22
O o1 Yi ‘4 Am ) Iiﬂ ¢ ( )

zu verwenden. Der von den Verbindungsmittein einer
beliebigen Fuge i, i + 1 aufzunehmende SchubfluB er-
gibt sich aus Gl. (2.12) durch Addition aller oberhalb der
betrachteten Fuge auftretenden Normalkraftdnderun-
gen mit Gl. (2.8) zu

i g(x) - By - A; . (3.23)

=1

Z Nix) =

j=1

ti,i+1(x) =

Unter Verwendung von Gl. (3.5) folgt daraus mit dem
,wirksamen Fliachenmoment 1. Grades" aller oberhalb
der Fuge i, i + 1 liegenden Einzelquerschnitte

i
ef Si iv1 = ¥ Ajaj (3.24)
j=1
fiir den maximalen SchubfluB im Auflagerbereich
ti,i+1=;%'efsi,i+l~ (3.25)

Die Schubspannungen in Einzelquerschnitten ohne Vor-
zeichenwechsel der Biegespannung konnen unmitteibar
aus dem gréBten angrenzenden FugenschubfluB ermit-
telt werden. Bei Vorzeichenwechsel der Biegespannung
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erhélt man die maximale Schubspannung in H6he der
Spannungsnullinie zu

max T; = N -Qefl -ef S (3.26)
1
mit
N2 b
€f5i=ef3a—1,i+(‘/i-ai+%‘) '—Sl'n. (3.27)

In Gl. (8.27) beschreibt der zweite Summand den aus
dem oberhalb der Spannungsnullinie im Querschnitt i
liegenden Biegespannungskeil resultierenden Zuwachs
der Schubspannung.

Die maximale Durchbiegung in Tragermitte ergibt sich
unmittelbar aus Gl. (3.7) zu

M-

max W = ——— .
nt.efl

(3.28)

4 y-Werte fiir spezielle Querschnitte

In der bisherigen Betrachtung wurde davon ausgegan-
gen, daB sich die Steifigkeiten der Verbindungsfugen ei-
nes nachgiebig zusammengesetzten Tragerquerschnitts
von Fuge zu Fuge beliebig unterscheiden kénnen.

in vielen praktischen Féllen lassen sich durch geeignete
Wahl und Anordnung der Verbindungsmittel die Fugen-
steifigkeiten derart aufeinander abstimmen, daB fiir jede
Fuge i, i+ 1 mit

— i *
Sia=A;-a; und Sjj,; =\ Aj- g

=]

.

die in [11] angegebene Bedingung

= - S: a
Ciiv1i= Cpp izl 12 4.1
Si2 & i+

eingehalten wird. Unter dieser Voraussetzung nehmen
die Nachgiebigkeitsfaktoren fiir alle Einzelquerschnitte
mit

(4.2)
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den gleichen Wert

1
1+k

VI=Y= .. =%=.. =Yy =

4.3)

an, was eine wesentliche Vereinfachung der Berech-
nung bewirkt. Zweiteilige und symmetrische dreiteilige
Querschnitte erflilien die Bedingung (4.1) automatisch,
wobei der k-Wert nach Gl. (4.2) beide Querschnittsfor-
men erfafBt.

1 g 1 —4
Ez, A § 7 L—_,__“%‘Ew__ -——-—/Z»’
£ ! ; I h,
R 7 I b
0 _—+ E B hy
E7, A i /,77 _/ i hy
L e
E A hy - i h,
Jaju: ‘ A P
ﬁ—@—l L~q—i
al b)

Bild 6: Vierteiliger (a) und fiinfteiliger (b) verdibelter Balken
mit Stabdibeln oder Diibeln besonderer Bauart entsprechend
DIN 1052, Blatt 2 .

Fur Querschnitte, bei denen aus konstruktiven Griinden
die Einhaltung der Bedingung (4.1) nicht mdglich ist,
kann die Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften zu
Vereinfachungen fihren. So erhdlt man z. B. fir verdi-
belte Balken nach Bild 6 mit gleichgroBen Einzelquer-
schnitten A1 = by - hy, einheitlichen Elastizitdtszahlen E
und in allen Fugen gleich groBen Fugensteifigkeiten C
mit der Abklirzung

2
- E-A

K=1+—=121 (4.4)
#.2.C

bei 4 Teilen entsprechend Bild 6a:

1
= S 4.5
Y2 =73 TR (4.5)

QK + 1) - v,/3 (4.6)

i

Yi = Y4

und bei 5 Teilen entsprechend Bild 6b:

K2+ K/2—-1/4
4.K*~3.K*+ 4

Y2 = Y4 = 4.7

Yi=7%v=K-y; 4.8)

(v wird nicht bendtigt).



Vergleichsrechnungen haben gezeigt, daB sich die
Nachgiebigkeitsfaktoren y4 und ya entsprechend den
Gl. (4.4) bis (4.8) bei ,,steifem" Verbund nur unwesent-
lich, bei ,,weichem" Verbund dagegen erheblich vonein-
ander unterscheiden. Da sich schon kleine Anderungen
der y-Werte bei manchen Querschnittsformen stark ver-
groBert in den Biegerandspannungen widerspiegein
kénnen, muB mit Ausnahme von zumindest annéhernd
der Bedingung (4.1) geniigenden Fillen in der Regel bei
Biegetrdgern von der Anwendung gemittelter und fir
alle Einzelquerschnitte gleicher Nachgiebigkeitsfakto-
ren, wie sie bei der Druckstabberechnung [12] berech-
tigt sein mogen, abgesehen werden.

5 Schlufibemerkungen

Die eingangs entwickelten Grundgleichungen beschrei-
ben unter den getroffenen Voraussetzungen in allgemei-
ner Form das elastische Verhaiten weitgehend beliebig
zusammengesetzter Verbundquerschnitte unter Biege-
beanspruchung.

Der fiir eine sinusférmige Belastung aufgezeigte L&-
sungsweg fiihrt auch bei komplizierteren Last- und Tré-
gerformen zu einem rechnerisch beliebig genauen Er-
gebnis, wenn sich Belastung und L&sungsansétze unter
Beachtung der Randbedingungen in Fourier-Reihen
entwickeln lassen. Die Nachgiebigkeitsfaktoren y;, das
,wirksame Flichenmoment 2. Grades” ef | sowie alle
erforderiichen Kraft- und Weggré8en sind dabei fur je-
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